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1. Погрешности

1.1. Каждое из рёбер куба 
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, измеренное с точностью 
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м. Вычислить предельную абсолютную погрешность 
[image: image4.wmf]D

 объёма куба 
[image: image5.wmf]V

 а) по определению, б) по производной, в) в линейном приближении.
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1.2. Для 
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 определить наименьшую погрешность 
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В линейном приближении: 
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1.3. При вычислении 
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 определяется с неустранимой погрешностью 
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Пример обратной задачи, имеющей однозначное решение только при одном независимом аргументе. Задачу решаем в линейном приближении 
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Альтернативой может послужить условие 
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Третий вариант: введение функций стоимости вычислений 
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 с заданной точностью. 

1.4. При измерении 
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 неустранимая погрешность 
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а) Определить 
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, при котором методическая погрешность вычисления 
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б) Определить  относительные ошибки округления 
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  не превосходила бы их неустранимую погрешность. 

в) Усовершенствовать алгоритм для интервала 
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а) Для заданного значения 
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 решить  
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Определим 
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При больших 
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Определим 
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 для 
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б) Решаем 
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 Вычислительная относительная ошибка слагаемых
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2. Нормы. 
Системы линейных алгебраических уравнений
2.1. Показать, что в любой норме 
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2.2. Показать, что для невырожденной матрицы 
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2.3. Показать, что для невырожденной матрицы 
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 выполняются неравенства 
[image: image76.wmf]1

1()()

,1,

AA

ii

in

ll

-

-

££=

AA

 ( собственные числа 
[image: image77.wmf]A

.


[image: image78.wmf]()()()()

1

()1()1()11()

,,,

,

AAAA

iiiiiiiiii

AAAA

iiiiiiiii

llll

llll

-

----

=Þ=££

=Þ=££

AeeAeeeAeA

eAeeAeAeA

 

2.4. Показать, что 
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 (см. задачи 9, 12), получаем
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Другой способ.
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2.5. Показать, что для симметричной положительно определённой матрицы 
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2.6. Показать, что 
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 для ортогональных матриц 
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 (для которых, по определению, 
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2.7. Показать, что число обусловленности ортогональной матрицы 
[image: image92.wmf]Q

 (системы 
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2.8. Показать, что а) спектральная 
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нормы матрицы 
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  не изменяются при умножении их на ортогональные  матрицы.

Пусть 
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б) Используем 
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2.9. При каком векторе 
[image: image104.wmf]b

 и при произвольной его погрешности 
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 а) максимальна, б) минимальна величина числа обусловленности 
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б) 
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 2.10. Решается СЛАУ 
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а) Дать две оценки относительной ошибки решения 
[image: image123.wmf]3
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 и 2) только для заданного (максимально точную для заданного 
[image: image125.wmf]b

).


[image: image126.wmf]()1()

max

min

3

3

,0150,1/1

T

ll

-

=>Þ====

AA

AAAAA

.  


[image: image127.wmf]111

3

101701

1

,,2

70501

150

---

-

æöæö

===

ç÷ç÷

-

èøèø

AAbAb
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б) Определить вектор погрешности
[image: image129.wmf]12
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2.11. При каком векторе 
[image: image131.wmf]b

 и при произвольной его погрешности 
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 максимальна величина числа обусловленности 
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 в оценке относительной ошибки решения СЛАУ 
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 с использованием третьей нормы.

Определим сначала выражение для определения 
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 и 
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Для определения 
[image: image149.wmf]b

 имеем уравнение 
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Ответ: 
[image: image152.wmf](

)

1212

,,

T

bbbb

"==

b

.

б) 
[image: image153.wmf]A

 ортогональная 
[image: image154.wmf]11

3

33

33

1,11

A

m

--

Þ==Þ==

AAAA



Для определения 
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 имеем уравнение 
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См задачу 2.10..

Ответ: 
[image: image157.wmf]"
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. Результат справедлив для любой ортогональной 
[image: image158.wmf]A
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2.12. При каком векторе 
[image: image159.wmf]b

 и при произвольной его погрешности 
[image: image160.wmf]D
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 максимальна (минимальна) величина естественного числа обусловленности 
[image: image161.wmf]n

 в оценке относительной ошибки решения СЛАУ 
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. Решить задачи  с использованием первой, второй и третьей норм.

2.13. При какой компоненте 
[image: image165.wmf]2
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 вектора 
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решения СЛАУ 
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 с ортогональной матрицей
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Определить 
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Ответ: 
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2.14. При каком векторе 
[image: image175.wmf]b

 и при произвольной его погрешности 
[image: image176.wmf]D
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 минимальна величина числа обусловленности 
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 в оценке относительной ошибки решения СЛАУ 
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Используя выражение 
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Вектор 
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Решение этого уравнения (см. задачу 2.14): 
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2.15. Определить наименьшее 
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 и  его погрешности 
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Используя выражение (см. задачу 2.13) 
[image: image197.wmf]1

1

n

-

-

=

Ab

Ab

, получаем 
[image: image198.wmf]11

11

1

000

minSupSupSup

n

mn

--

--

-

DD

¹¹¹

£

=====

xb

bxx

xb

AbAAx

Ax

AAA

xx

Ab

.


а) матрица 
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б) матрица 
[image: image201.wmf]1

T

-

=Þ

AA

 


[image: image202.wmf]11

1,23

1,23

()()

1,23

(13)/2,1,(13)/2,1

(23)/2,1

mm

--

=+==+=Þ

=+=

AA

AAAA


2.16. Определить диапазон изменения числа обусловленности 
[image: image203.wmf]n

 в оценке относительной ошибки решения СЛАУ 
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 при произвольном векторе 
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 и произвольной его погрешности 
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 (см. решения двух предыдущих задач).

2.17. Предложить экономичный алгоритм решения СЛАУ при различных значениях параметра А 
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Обращаем внимание на то, что система при исключении из неё последнего уравнения и последнего неизвестного 
[image: image210.wmf]100

x

 становится трёхдиагональной  с диагональным преобладанием, эффективное решение которой получается методом трёхдиагональнлй прогонки.

Поэтому будем искать решение 
[image: image211.wmf]i
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 в виде линейной комбинации двух решений 
[image: image212.wmf]i
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При этом 
[image: image215.wmf]100

x

 будем вычислять с использованием последнего уравнения, а для 
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 получим отдельные системы по оставшимся предыдущим уравнениям исходной системы..


Очевидно, что для выполнения (1) при 
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Поэтому 
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Системы для определения 
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Для получения по (1) совокупности решений при различных 
[image: image226.wmf]A

 следует предварительно по (3) получить методом трёхдиагональной прогонки  
[image: image227.wmf]u,w

, а для каждого варианта по (2) вычислять только 
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2.18. Показать, что необходимое и достаточное условие  сходимости 
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2.19. Для СЛАУ предыдущей задачи с использованием теоремы Гершгорина локализовать собственные значения 
[image: image238.wmf]()

i

l

A

.


В комплексной плоскости строим два семейства 
[image: image239.wmf]i

P

 и 
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кругов Гершгорина, в каждом из которых находится по одному из 
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Объединение кругов первого семейства: 
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Пересечение этих объединений: 
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 составляет область локализации всех 
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2.20. С использованием теоремы Гершгорина определить достаточный диапазон изменения 
[image: image250.wmf]t
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будет сходиться с произвольного начального приближения 
[image: image253.wmf](0)
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Локализуем все 
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 (см. предыдущую задачу), учитывая при этом, что 
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Используя необходимое и достаточное условие сходимости 
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2.21. При каких 
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 сходится метод простой итерации 
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 решения СЛАУ 
[image: image262.wmf]=

Axb

 с произвольного начального приближения для 
[image: image263.wmf]0

0

ab

bab

ba

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

B

? Получить а) необходимое и достаточное условие и б) только достаточное.
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2.22. При каких 
[image: image266.wmf],

ab

 сходится метод Зейделя решения СЛАУ 
[image: image267.wmf]=

Axb

 с произвольного начального приближения для 
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? Получить а) необходимое и достаточное условие сходимости и б) три только достаточных/
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б) Первое достаточное: 
[image: image271.wmf]22

1,2

3322

0/0

51

1,0//;

2

0//

ba

b

baba

a

baba

-

æö

ç÷

-

<=-Þ<

ç÷

ç÷

-

èø

BB


второе: положительная определённость
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третье: диагональное преобладание у матрицы 
[image: image273.wmf]1

2

b

a

Þ<

A



2.23. При каких 
[image: image274.wmf],
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 сходится метод Гаусса-Зейделя решения СЛАУ 
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? Получить а) необходимое и достаточное условие сходимости и б) два только достаточных.
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Положительная определённость
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 достаточное условие отсутствует. 

Диагональное преобладание у матрицы 
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2.25. Произвести одну итерацию решения СЛАУ методом Зейделя, используя начальное приближение 
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Использовать индексную форму записи метода Зейделя:
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Ответ. 
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2.26. Свести решение 
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Определить минимум функционала 
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3. Переопределённые СЛАУ. Метод наименьших 
Квадратов, Наилучшее равномерное приближение
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Второй способ. 
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3.2. Приближённые значения функции 
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Функция 
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3.3 Для заданной таблицы значений функции 
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Вариант решения без учёта чётности исходной сеточной функции.


Для определения  вектора коэффициентов 
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Для решения в среднеквадратичном смысле приводим её к виду 
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При этом результирующий вектор не содержит мнимых частей из-за симметрии исходной таблицы относительно узла 
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Получаем решение диагональной линейной системы 
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Вариант решения с учётом чётности исходной сеточной функции.

В этом случае решение ищем в виде 
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Приводим её к виду 
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Получаем решение диагональной линейной системы 
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Качественная оценка правильности полученного результата может быть получена путём графического сопоставления сеточной интерполируемой функции 
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3.4. Заданную табличную функцию 
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3.5. Для заданной таблицы значений функции, в которой узлами 
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Обращаем внимание на принятую справа налево нумерацию узлов сетки (
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Кроме того, отметим, что задача может быть решена без использования информации о том, что сетка состоит из нулей полинома Чебышёва 
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Однако,  в первом случае придётся выполнить большой объём вычислений, а во втором иметь дело с полными матрицами.


Поэтому в соответствии с условиями задачи учтём, что 
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В нашем случае 
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Поскольку 
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Для определения 
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 составим переопределённую СЛАУ 
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Решаем эту СЛАУ в среднеквадратичном смысле: 
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=

AAcAy



 EMBED Equation.3  [image: image378.wmf]
Матрица Грамма 
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 этой новой системы становится в силу ортогональности полиномов Чебышёва диагональной:
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Определяем вектор 
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Получаем решение диагональной линейной системы 
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Ответ: 
[image: image386.wmf]2

210

23293

()3()()()6

3333

yxTxTxTxxx

-

=---=--+


Отметим в заключение, что при решении подобного рода задач следует обращать внимание на возможную чётность или нечётность интерполируемой сеточной функции. В первом случае, поскольку интерполянт  должен быть чётной функцией, то, например, в нашей задаче сразу можно было бы полагать 
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3.6. Для заданной таблицы значений функции 
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3.7. Для заданной таблицы значений функции 
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3.8. Найти все экстремумы полинома Чебышёва
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Поскольку 
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3.9. Среди полиномов вида  
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3.10. Для полиномов вида а) и б) найти полином, наименее уклоняющийся от нуля на 
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б) 
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3.11. Полином 
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Те же уклонения должны получается при вычислении 
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3.12. Полином 
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3.13. Функцию 
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3.14. Полином 
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4. Интерполирование
4.1. Для таблично заданной функции 
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а) построить обобщённый интерполяционный многочлен 
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б) оценить величину неустранимой погрешности интерполяции в точке 
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б) При наличии неустранимой погрешности функции (
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Откуда 
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4.2. Для сеточной функции 
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4.3. Для сеточной функции 
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Решение: 
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4.4. Для заданной таблицы значений достаточно гладкой функции построить интерполяционный многочлен степени не выше третьей, записав его в трёх формах: Лагранжа, Ньютона и 
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а) В форме Лагранжа: 
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В двух формах Ньютона: 
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Для определения 
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 строим таблицу разделенных разностей
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В канонической форме 
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Определение коэффициентов 
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1) алгебраическими преобразованиями полиномов в форме Лагранжа или Ньютона,

               2) решением СЛАУ
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3) по связям 
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В любом случае получаем 
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3

()351

Pxxxx

=---+


4.5.  Функция 
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Задачу удобнее решать с использованием интерполяционного полинома в форме Ньютона. Строим таблицу разделённых разностей. 
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[image: image527.wmf]3
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 и более высокого порядка разделённые разности равны нулю. Это указывает на то, что исходная табличная функция является следом квадратичного полинома (в нашем случае
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). Поэтому вычисления по квадратичной интерполяции будут давать точные значения, а кубический интерполяционный полином будет совпадать с квадратичным. 

Линейная и квадратичная интерполяция для вычисления 
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Линейная и квадратичная интерполяция для вычисления 
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[image: image536.wmf](3.1)13.8,(3.8)19.4

ff

==

 (линейная интерполяция, ошибки 
[image: image537.wmf]0.09,0.16

=

), 

[image: image538.wmf](3.1)13.71,(3.8)19.24

ff

==

  (квадратичная, точное значение).

Линейная и квадратичная интерполяция для вычисления 
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4.6. Задана таблица значений функции 
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б) Тот же вопрос для  ошибки квадратичной интерполяции 
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Не теряя общности, полагаем 
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Определив 
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При 
[image: image556.wmf]1
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 (равномерная сетка), естественно, получаем 
[image: image557.wmf](
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Получили, что ошибка квадратичной интерполяции на неравномерной сетке определяется соотношением двух соседних её шагов. Например, при 
[image: image558.wmf]2
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 (или 
[image: image559.wmf]0.5
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) эта ошибка увеличивается  по сравнению с равномерной сеткой более чем в 5 раз. 

в) Какова в обоих случаях допустимая погрешность 
[image: image560.wmf]j
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 в задании значений 
[image: image561.wmf]j
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, при которой общая ошибка интерполяции становится 
[image: image562.wmf]4
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? Рассмотреть варианты равномерной и неравномерной сеток.


При наличии неустранимой погрешности функции (
[image: image563.wmf]j
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) неустранимые ошибки линейной и квадратичной интерполяции: 
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 − константы Лебега линейной и квадратичной интерполяции.


Определим 
[image: image566.wmf]12
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 для равномерной сетки 
[image: image567.wmf]0

,1,

j

xxjhjn

=+=

. Не теряя общности, полагаем 
[image: image568.wmf]0
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[image: image569.wmf]0,1
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.для линейной интерполяции и 
[image: image570.wmf]0,1,2
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 для квадратичной.
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Достигаются эти максимумы при 
[image: image573.wmf]/2,3/2
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Поэтому в этом случае 
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Отмечаем, что константы Лебега при 
[image: image575.wmf]const
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не зависят от 
[image: image576.wmf]h
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Очевидно, что 
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 и для неравномерной сетки 
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В то же время 
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и  достигаются эти максимумы так же, как и на равномерной сетке на серединах её шагов 
[image: image580.wmf]11

/2,/2

jjjj

xxhxh

++

=++

. При 
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 (равномерная сетка), естественно, получаем 
[image: image582.wmf]2
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Как и следовало ожидать из самых общих качественных соображений, рост константы Лебега квадратичной интерполяции происходит при резком изменении шагов интерполяционной сетки.  Однако, даже при 
[image: image583.wmf]1
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 рост весьма незначительный: 
[image: image584.wmf]2
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4.7.  Функция 
[image: image585.wmf]()
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 задана таблицей

       i           0              1              2              3              4              5   

      x      0.2050     0.2052     0.2060     0.2065     0.2069     0.2075        

      y      0.20792   0.20813   0.20896   0.20949   0.20990   0.21053       

Вычислить 
[image: image586.wmf](0.2056)

f

, используя линейную, квадратичную и кубическую интерполяцию,  Оценить погрешность интерполяции.

Задачу удобнее решать с использованием интерполяционного полинома в форме Ньютона. Строим таблицу разделённых разностей.
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Линейная интерполяция.
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Квадратичная интерполяция.
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Кубическая интерполяция
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4.8.  Для заданной таблицы значений достаточно гладкой функции построить интерполяционный многочлен, обеспечивающий погрешность интерполяции, соответствующую точности таблицы 
[image: image592.wmf]4
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. Вычислить значение построенного многочлена при  
[image: image593.wmf]0.024
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x   0.0000   0.0100   0.0200   0.0300   0.0400   0.0500   0.0600   0.0700   0.0800 

y  1.0000   1.0101   1.0202   1.0305   1.0407   1.0513   1.0618   1.0725   1.0833.

Строим таблицу разделённых разностей, начиная с 
[image: image594.wmf]0.02
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.

Предполагая, что для решения задачи будет достаточно линейной или квадратичной интерполяции, используем ещё три вышележащих узла.
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[image: image597.wmf]336
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Достаточно использование линейной интерполяции.
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4.9. . Используя таблицу значений функции 
[image: image599.wmf]sinh
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      i            0              1              2              3              4   

      x          2.2           2.4           2.6           2.8           3.0        

      y         4.457        5.466       6.695       8.198     10.019

определить то 
[image: image600.wmf]x

, при котором 
[image: image601.wmf]sinh5
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.       

Пример задачи на обратную интерполяцию. Строим таблицу разделённых разностей, полагая 
[image: image602.wmf]y

 аргументом, а 
[image: image603.wmf]x

 функцией.


[image: image604.wmf]1234

i         y          x            

0    4.457     

                               1834

1     5.46      2. 4                    

  

                               0.1627   

         

DDDD

×

-2

2.2

0.

-0.924910

-2

                        

2    6. 695    2.6                     -

1.087110                               

                               0.1330   

                          8.540

×

××

-4

-4

-4.335710

2.314910

-4

-2

210

3    8.198     2.8                     -

0.697910         

                               0.1098 

4    10. 01    3.0                      

              

×

×


Полученная таблица позволяет построить интерполяционный полином в форме Ньютона четвёртого порядка, и таким образом, вычислять 
[image: image605.wmf](5)

x

 по линейной, квадратичной и кубической интерполяции с оценкой соответствующих ошибок.
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Линейная интерполяция
[image: image607.wmf]2
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Квадратичная интерполяция: 
[image: image608.wmf]4
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Кубическая интерполяция:
[image: image609.wmf]4
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4.10. Для заданной таблицы значений функции 
[image: image610.wmf])
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 и её неустранимых погрешностей 
[image: image611.wmf]y

D

  оценить погрешность линейной (квадратичной) интерполяции в точке x=0.035 и её неустранимую погрешность на использованном интервале интерполирования.
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4.11. По заданной таблицы значений функции (следа 
[image: image616.wmf]()41
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) для вычисления 
[image: image617.wmf](2.5)

y

 построить  линейный 
[image: image618.wmf]1
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, квадратичный 
[image: image619.wmf]2
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 и кубический 
[image: image620.wmf]3
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 интерполяционные многочлены. Сравнить в точке 
[image: image621.wmf]2.5
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 погрешности интерполяции для этих случаев с величиной главного члена остаточного многочлена.   
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Задача имеет единственное решение только для построения 
[image: image623.wmf]1
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.  Для вычисления 
[image: image624.wmf](2.5)
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Для одновременного построения всех трёх многочленов в форме Ньютона выбираем узлы 
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4.12. Для заданной таблицы значений функции построить кубический сплайн 
[image: image637.wmf]3
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Составить СЛАУ для определения восьми коэффициентов двух кубических парабол..  
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4.13. Для заданной таблицы значений функции построить кубический сплайн 
[image: image643.wmf]3
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,  удовлетворяющий на 
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 условиям непрерывности 
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5. Нелинейные уравнения и их системы

5.1. Локализовать действительные корни уравнения


[image: image649.wmf] 
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Определяем число положительных  корней 
[image: image651.wmf]n
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 (равно числу смен знаков у 
[image: image652.wmf]()
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 минус 
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): и отрицательных 
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 (равно числу смен знаков у 
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Таким образом, общее число действительных корней 
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[image: image663.wmf]*
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 (действительные корни отсутствуют).

Уточнение ситуации можно произвести графически.
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[image: image666.wmf](1)6

P

-=-Þ

на интервале 
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Определяем область нахождения всех корней: все корни полинома 
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 находятся в кольце комплексной плоскости 
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Дальнейшее графическое уточнение даёт локализацию: 
[image: image673.wmf]****

1234

3/171,1,13/17,21

xxxx

£<=-<£--<<-


5.2. Локализовать все действительные корни алгебраического уравнения 
[image: image674.wmf]352
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Число положительных  корней 
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 или 0 (см. предыдущую задачу).

Таким образом, общее число действительных корней 
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Область нахождения всех действительных корней 
[image: image684.wmf]*
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Уточнение ситуации можно произвести графически.
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5.3. Показать, что положительное решение уравнения 
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Определить число итераций 
[image: image690.wmf]n

 для получения решения с точностью 
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Используем достаточное условие сходимости метода простой итерации: 
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Для вычисления 
[image: image694.wmf]n

 используем выражение для оценки ошибки метода простых итераций 
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5.4. Уравнение 
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заданные функции) решается методом Ньютона с начальным приближением 
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Показать, что приближение 
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По методу Ньютона  
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С другой стороны, в точке пересечения 
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5.5. Показать, что решение уравнений а) 
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б) 
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 методом Ньютона возможно при 
[image: image709.wmf]0

0

x

">

.
Примеры задач, для которых в заданной области изменения аргумента достаточные условия сходимости решения методом Ньютона не выполняются, но сходимость всё же существует. 

а) Разобьём область 
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В этом случае каждое следующее приближение остаётся слева от корня (монотонная сходимость).

Пусть теперь 
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Покажем, что 
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В этом случае первое приближение оказывается в области 
[image: image731.wmf]1
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 (слева от корня), после чего сходимость проходит по первому сценарию.

Пусть, наконец, 
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В этом случае либо за одну итерацию (при 
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 - решение уравнения 
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 с последующим переходом за одну итерацию в 
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. Дальнейшая сходимость по первому сценарию.

б) Разобьём область 
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1) 
[image: image742.wmf]10*

:0

Uxx

<<

, 2) 
[image: image743.wmf]20*

:

Uxx

>

.


[image: image744.wmf]*

x

-

решение 
[image: image745.wmf]2

()20

x

fxex

-

=-+=

, 
[image: image746.wmf]0

x

-

начальное приближение.  

2) Пусть 
[image: image747.wmf]20*

:

Uxx

>

 


[image: image748.wmf]2

****

()()()()()()0,

nnnnnnn

fxfxfxxxfcxxxcx

¢¢¢

=+-+-=<<

.


[image: image749.wmf]22

2

()2,

()20,()20

x

xx

UU

fxex

fxexfxe

-

--

=-+

¢¢¢

=--<=-<Þ
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В этом случае каждое следующее приближение остаётся справа от корня (монотонная сходимость).

1) Пусть наоборот 
[image: image751.wmf]0*
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В этом случае уже первое приближение оказывается в области 
[image: image755.wmf]2
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 (справа от корня), после чего сходимость проходит по первому сценарию.

5.6. Локализовать корни уравнений и предложить сходящиеся итерационные методы их вычисления: 

а) 
[image: image756.wmf]2
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, б) 
[image: image757.wmf]11/
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Примеры задач, для которых в области корня может не выполняться достаточное условие сходимости простейших вариантов  метода простой итерации, а для сходимости метода Ньютона необходима достаточно точная локализация  корня.

а) Используем, например: 
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Методы простой итерации.
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Поэтому применим вариант метода простой итерации (метод релаксации):
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 Итерационный параметр 
[image: image764.wmf]t

 для каждого корня выбираем из условия выполнения достаточного условия сходимости
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Метод Ньютона. 
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Проверим выполнение достаточных условий сходимости:
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приемлемое начальное условие для определения первого корня. 
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б) Лучше перевести в 
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Для методов простой итерации
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в области корня достаточное условие сходимости не выполняется. 

. Поэтому применим один из вариантов метода простой итерации (метод релаксации):
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 Итерационный параметр 
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 выбираем из условия


[image: image782.wmf](

)

*

*

32

()111111.70

nn

U

U

xxx

ftt

¢

<Þ-+-<Þ-<<


Метод Ньютона. 
[image: image783.wmf]32
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Проверим выполнение достаточных условий сходимости:
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 EMBED Equation.3  [image: image789.wmf]0
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приемлемое начальное условие для определения корня. 

5.7. Локализовать действительные корни уравнения
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. Определить области сходимости для каждого корня.

Графическим способом определяем 
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Проверяем выполнение достаточных условий сходимости метода Ньютона.

1) Локализация корней: 
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3) Выполнение условий 
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Условие достижения точности 
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 для первого корня (аналогично и для второго):
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Области сходимости первого корня: 
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5.8. Пусть при 
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Следует определить значение 
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 в соотношении, связывающем ошибки решения на двух последовательных итерациях
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Подставляя второе выражение в первое и беря модуль, получаем:
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Таким образом, значение 
[image: image820.wmf]p

 будет определяться условием:
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При этом 
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В применении к решаемой задаче 
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5.9. Пусть при 
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 выполняются условия теоремы о сходимости метода Ньютона 
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  решения 
[image: image826.wmf]()0
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. Определить порядок сходимости этого метода.
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 См. задачу. 5.8. 

5.10. Определить порядок сходимости итерационного метода  
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Убедиться, что (см. задачу 5.8): 
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5.11. Определить порядок сходимости итерационного метода  
[image: image831.wmf](
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5.12. Свести задачу решения системы нелинейных уравнений  
[image: image835.wmf]22
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 к вариационной задаче.

Эквивалентная вариационная задача: определить абсолютные минимумы функционала  
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5.13. Будут ли векторы а) 
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[image: image841.wmf]00

1

xy

==

направление наискорейшего спуска.
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в) Направление наискорейшего спуска в точке 
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5.14. Решение системы нелинейных уравнений 
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 свести к вариационной задаче и ответить на вопросы предыдущей задачи для 
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5.15. Локализовать корни системы 
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. Выписать метод Ньютона. Предложить сходящийся метод простой итерации.
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Аналогично для второго корня.


5.16. Для вычисления корня 
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 предложить метод простой итерации. Проверить выполнение достаточного условия сходимости. 


Решаем систему 
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6. Численное дифференцирование 

и интегрирование

6.1. Определить порядок точности формулы численного дифференцирования, приближающей первую производную в точке 
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Получим связь 
[image: image864.wmf](

)

[

]

1

1

/()

p

x

ydydxOh

¢

=+

, где 
[image: image865.wmf][

]

1

/

dydx

-

точное значение производной в точке 
[image: image866.wmf]1

x

, 
[image: image867.wmf]p

-

порядок точности. Для этого раскладываем все 
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Подстановкой этих выражений в исходную формулу получаем
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Получили 
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6.2. Методом неопределённых коэффициентов получить формулу численного дифференцирования, приближающую первую производную 
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 с наибольшим порядком аппроксимации.


Записываем искомую формулу в виде 
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 подлежащие определению коэффициенты.


Получаем разложения относительно узла 
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Подстановка их в исходное выражение для 
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Для того, чтобы эта сумма давала бы 
[image: image882.wmf][
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Решение этой СЛАУ (
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6.3. Методом неопределённых коэффициентов получить формулу численного дифференцирования, приближающую первую производную 
[image: image887.wmf](
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 См. задачу 6.2.


6.4. Решить 6.2 с использованием интерполяционного полинома. 

Представив 
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6.5. Методом неопределённых коэффициентов получить формулу численного дифференцирования, приближающую вторую производную 
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Используем запись 
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 подлежащие определению коэффициенты.


Получаем разложения относительно узла 
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Подстановка их в исходное выражение для 
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Получаем СЛАУ (см. задачу 6.2)
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Её решение даёт 
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6.6. Каков порядок аппроксимации первой производной выражением 
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Приведённое выражение 
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6.7. При каком шаге 
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 равномерной сетки (при каком числе узлов 
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Используем оценки ошибок вычисления 
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6.8. Проинтегрировать табличную функцию методом трапеций. Уточнить результат по правилу Рунге. Сравнить уточнённый результат со значением интеграла, вычисленного методом Симпсона.  
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[image: image926.wmf](
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Как и должно быть, 
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6.9. Получить 1-о, 2-х и 3-х узловую формулы Гаусса вычисления
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Получили:
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При решении системы 
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 использовались свойства симметрии весов и абсцисс: 
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6.10. Вычислить 
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Преобразованием 
[image: image944.wmf](
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 интегрирования  методом Гаусса, а затем используем требуемую формулу этого интервала (см. задачу 6.8):
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6.11.  Получить 2-х узловые формулы метода Гаусса вычисления 
а) 
[image: image947.wmf](
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Представляя каждый из этих интегралов в виде  
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[image: image952.wmf],
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При вычислении правых частей используем значения:
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Решив эти системы, получим:

а) 
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6.12. Получить 3-х и 4-х узловые формулы Гаусса вычисления 
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см. задачу 6.8.
Отметим, что задача имеет решение только для 
[image: image961.wmf]9,8
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7. Обыкновенные дифференциальные уравнения.

Задача Коши. 

Исследование аппроксимации и сходимости
Для решения задачи Коши А) предложена разностная схема Б).

Исследовать разностную схему 

1) на аппроксимацию, 

2) на сходимость её решения 
[image: image962.wmf]n
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 к следу решения дифференциальной задачи 
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7.1. А) 
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Особенности задачи.


Дифференциальное уравнение однородное, первого порядка с одним начальным условием; разностное уравнение второго порядка (
[image: image968.wmf](
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) , требующее двух начальных условий.


Физические размерности разностного уравнения и дифференциального не совпадают. 
1) При проведении исследования на аппроксимацию должны выполняться два условия: а) правые части разностного уравнения и разностных начальных  условий нулевые, б) физические размерности разностного уравнения и разностных начальных условий совпадают с таковыми исходной дифференциальной задачи. 

Выполняя эти требования, записываем разностную схему в виде 
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и  вводим её вектор невязок 
[image: image970.wmf](
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−невязки аппроксимации уравнения, первого и второго начальных условий. 

По определению схема имеет порядок аппроксимации 
[image: image972.wmf]p

 если 
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Значения всех невязок определяются в результате замены в разностном  уравнении и в разностных начальных условиях входящих туда сеточных функций (в рассматриваемой задаче 
[image: image974.wmf]11
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 дифференциального решения.
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Невязку 
[image: image977.wmf]1
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 будем определять относительно узлов разностной сетки, в которых точно вычисляется правая часть  решаемого уравнения (т.е. относительно узлов 
[image: image978.wmf],1(1)
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, в котором точно аппроксимировано  первое начальное условие.


Для вычисления 
[image: image981.wmf]1
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 получим следы в узлах 
[image: image982.wmf]11
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 решения 
[image: image983.wmf]()
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, вычисленных по формулам Тейлора относительно узла 
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Тогда
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При этом учли, что 
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Первое начальное условие 
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 аппроксимировано в разностной схеме точно: 
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Определим порядок аппроксимации второго начального условия.

Для этого получим след 
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, вычисленный по формуле Тейлора относительно узла 
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[image: image995.wmf][

]

23

234

3

23

0

0

00

11

(1)(1)(1)().

26

dydydy

ryhhhOh

dx

dxdx

d

éùéù

éù

=-+-+-++

êúêú

êú

ëû

ëûëû


С учётом того, что из самого уравнения задачи следует, что

[image: image996.wmf][
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Таким образом, получили 
[image: image998.wmf](
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Точность аппроксимации всей задачи в целом 
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2) По определению разносное решение 
[image: image1000.wmf]n
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 сходится с порядком 
[image: image1001.wmf]p

 к следу дифференциального решения  
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Решение исходной задачи 
[image: image1004.wmf]()
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Получим теперь аналитическое  решение 
[image: image1006.wmf]n
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 разностной задачи.  


Общее нетривиальное решение линейного однородного разностного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами
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получим в виде линейной комбинации двух линейно независимых решений вида 
[image: image1008.wmf]n
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в исходное однородное разностное уравнение и сокращения на 
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При этом могут реализоваться три варианта значений корней 
[image: image1013.wmf]1
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[image: image1014.wmf]2

q

 характеристического уравнения:
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В нашем случае 
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Ориентируясь  на то, что точность аппроксимации задачи 
[image: image1024.wmf]()
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Используя разностные начальные условия, определяем коэффициенты 
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Дальнейшие его преобразования сводятся к тому, чтобы представить его в виде 
[image: image1029.wmf][
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В результате получили первый порядок сходимости:

[image: image1032.wmf][
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Примечание. Как и следовало ожидать в соответствии с теоремой Лакса
[image: image1033.wmf]-

Рябенького, порядок сходимости разностного решения совпал с порядком аппроксимации разностной схемы.
Альтернативой может быть только отсутствие сходимости при неустойчивой схеме с 
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7.2. А) 
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Особенности задачи.


Дифференциальное уравнение неоднородное, первого порядка с одним начальным условием; разностное уравнение второго порядка (
[image: image1038.wmf](
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) , требующее двух начальных условий.


Физические размерности разностного уравнения и разностных начальных условий идентичны дифференциальным. 
Исследование разностной схемы на аппроксимацию (см. Задачу 7.1). 
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2) Дифференциальное решение задачи 
[image: image1041.wmf]2
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Разностное уравнение неоднородное. Поэтому его общее решение 
[image: image1043.wmf]общ неодн
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 является суммой общего решения однородного уравнения 
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Получим теперь частное решение неоднородного разностного уравнения. С учётом того, что 
[image: image1048.wmf]n
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Вид правой части этого уравнения позволяет использовать следующий алгоритм нахождения его частного решения.


Пусть 
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При правой части неоднородного уравнения, имеющей вид
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Для нашей правой части 
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Поэтому в нашем случае неравенства в условиях определения 
[image: image1063.wmf]s
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Подстановка его в неоднородное разностное уравнение даёт
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Приравняв коэффициенты одинаковых степеней 
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 его левой и правой частей, получим 
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Результат: 
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Как и следовало ожидать, сходимость отсутствует, поскольку 
[image: image1079.wmf]1
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. См. также Примечание Задачи 7.1. 
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Особенности задачи.


Дифференциальное уравнение неоднородное первого порядка с одним начальным условием, разностное уравнение также первого порядка (
[image: image1083.wmf](
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Физические размерности разностного уравнения и дифференциального не совпадают. 
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Подстановка в неоднородное разностное уравнение даёт.
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Её решение 
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Общее решение неоднородного разностного уравнения 
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С учётом 
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См. Примечание к Задаче 7.1.
7.5. А) 
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Особенности задачи.


Физические размерности второго разностного начального условия и  дифференциального не совпадают. 
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См. Примечание к Задаче 7.1.
7.8. А) 
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Особенности задачи.


Дифференциальное уравнение неоднородное второго порядка с двумя начальными условиями, разностное уравнение третьего порядка (
[image: image1127.wmf](
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) , требующее трёх начальных условий.


Физические размерности разностного уравнения и третьего начального условия не совпадают с таковыми дифференциальной задачи.. 
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Характеристическое уравнение 
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Для уравнений третьего порядка могут реализоваться четыре варианта значений  корней  
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В рассматриваемой задаче 
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Как и следовало ожидать, сходимость отсутствует, поскольку 
[image: image1157.wmf]1,2
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. См. также Примечание Задачи 7.1. 
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